
 

2 از  1 صفحۀ

یحی مرحلۀ  (1403-1404)  4ارزشیابی تشر
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نمرهردیف

1

 رۀ درست و نادرست را مشخص کنید. گزا
ها است. تر از میانگین هندسی آن الف( میانگین حسابی دو عدد نامنفی، همواره بزرگ 

aدو عدد صحیح باشند و  bو  aب( اگر   | b آنگاه ،a b .است 

Aماندۀ تقسیم  پ( باقی  ! ! ! ... !    0 1 2 است. 4برابر  15بر عدد  200

 عضو دارد. 5، همسایگی بستۀ هر رأس 5ت( در گراف کامل مرتبۀ  

1

2

 در جاهای خالی کلمات، اعداد و یا عبارات مناسب قرار دهید. 

bعددی فرد و  aالف( اگر   |a  aماندۀ  ، در این صورت باقی400 b 2 22 است. ...............برابر  8بر عدد  3

نامیم. می ...............را  Gبین هر دو رأس گراف حداقل یک مسیر وجود دارد. گراف  Gب( در گراف  

 است. ...............برابر  C5و  P5های  گری گراف پ( مجموع عدد احاطه 

,ت( با ارقام   , , , ,4 4 2 3 3  رقمی نوشت. عدد شش ...............توان به تعداد  می 1

1

3
داریم:  yو  xبا استفاده از اثبات بازگشتی نشان دهید برای هر دو عدد حقیقی 

x y (x )( y)    2 2 8 1 3
25/1

4
را  10بار  aمانادۀ تقسایم  باشد، با استفاده از قضیۀ تقسیم بااقی 4و  3ترتیب برابر  به 6و  5بر  aماندۀ تقسیم عدد  اگر باقی

 بیابید. 
25/1

aاگر  5 | m 3 aو  1 | m 5 1 (.دینک صخشم ار ریداقم)وجود دارد؟  a، در این صورت چند مقدار طبیعی برای 2

3040ماندۀ تقسیم عدد  باقی 6 5/0را بیابید.13بر عدد10

7
تومانی تبدیل کند و کمترین تعداد اساکناس را داشاته  3000تومانی و  5000های  تومان را به اسکناس 42000خواهد  علی می

 کدام باید در نظر بگیرد؟  باشد. چه تعداد از هر
1

8

با توجه به گراف مقابل به سؤالات زیر پاسخ دهید. 

در گراف مکمل را بیابید. eالف( درجۀ رأس  

 بنویسید. 6ب( دوری به طول  

 بنویسید. hبه  fاز  5پ( مسیری به طول  

ت( مجموعۀ   
GN a .را مشخص کنید 

 ث( آیا گراف همبند است؟ چرا؟ 

5/1

9

گراف زیر را در نظر بگیرید:

 دست آورید. گری گراف را با ذکر دلیل به الف( عدد احاطه 

ب( آیا مجموعۀ   D a,d,i ,k گر است؟ چرا؟ یک مجموعۀ احاطه

 عضوی بنویسید. 6گر مینیمال  پ( یک مجموعۀ احاطه 
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 نمره  ردیف

10 

 را رسم کنید و به سؤالات زیر پاسخ دهید:  P6گراف 
 گری گراف را تعیین کنید. الف( عدد احاطه 

 گر مینیمم برای آن بنویسید. مجموعۀ احاطهب( یک  

 گر مینیمال غیرمینیمم برای آن بنویسید. پ( یک مجموعۀ احاطه 

5/1 

11 

 رو:  در گراف روبه

گر غیرمینیمال  الف( مجموعۀ احاطه  a,f ,h,b, j,d  را به یاک

 گر مینیمال تبدیل کنید. مجموعۀ احاطه

 بنویسید. hگر مینیمم شامل رأس  ب( یک مجموعۀ احاطه 

 شود؟ می 3گری گراف برابر  پ( با اضافه نمودن چه یالی عدد احاطه 

 

25/1 

12 
زوج زن و شوهر را در دو طرف طول یک میز مستطیل شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر زوج زن و شوهر مقابال  7خواهیم  می

 توان این کار را انجام داد؟  یکدیگر بنشینند، به چند طریق می
1 

xمعادلۀ  13 x x x x    2
1 2 3 4 5 xچند جواب صحیح و نامنفی با شرایط  12 1 xو  3 4  75/1 دارد؟  3

14 

جایگشت  Aهای مربع لاتین  بر روی درایه









1 2
2 3
3 1
4 4

 جاای Bحاصال شاود. در مرباع لاتاین  Bکنیم تا مربع لاتاین  را اعمال می 

     .دوش لصاح C نیتلا عبرم ات مینک یم ضوع ار مراهچ و لوا یاه نوتس

 .دیهد خساپ ریز تلااؤس هب و هتشون ار C و B یاه عبرم
 متعامدند؟ چرا؟ Bو  Aهای  الف( آیا مربع 

 متعامدند؟ چرا؟ Cو  Bهای  ب( آیا مربع 
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15 
,رقمی با ارقام  4چند رمز  , , , ,1 2 3 4 5 را شامل باشد؟  5و یک رقم  2یک رقم  حداقلکه هر رمز،  طوری توان نوشت به می 6

 .(  تسینبه محاسبۀ پاسخ نهایی  ی)نیاز
5/1 

16 
مجموعۀ اعداد  A , , , ... , , 1 2 3 83  2دارای حاداقل  Aعضوی از  43را در نظر بگیرید. نشان دهید هر زیرمجموعۀ  84

 است.  85عضو است که مجموعشان 
1 
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الف( نادرست؛ مثال نقض   a b  شود. را در نظر بگیرید که میانگین حسابی و هندسی دو عدد برابر می 1

bب( نادرست؛ اگر   aتواند هر عدد غیرصفری باشد و در نتیجه  می aباشد،  0 b شود. می 

 زیرا:  ؛تسردپ(  

              A ! ! ! ! ! ! ... !
15 15 15

0

0 1 2 3 4 5 200 1 1 2 6 24 34 4 

 ت( درست؛ چون گراف کامل است، بنابراین همۀ رئوس به هم وصل هستند. 

2-   

 الف( صفر 

aعددی فرد است،  aچون    دانیم مربع هر عدد فررد را  نیز عددی فرد است. می bکند،  آن را عاد می bنیز عددی فرد است و چون  400

kصورت  توان به می 8  نوشت. بنابراین:  1

a b ( k ) ( k ) k k ( k k ) k                 2 22 3 2 8 1 8 1 3 16 2 8 1 3 8 2 8 

 ب( همبند 

 شود. نامیده میگرافی که بین هر دو رأس از آن حداقل یک مسیر وجود دارد، گراف همبند   

 4پ(  

صورت  به P5گراف   
  

صرورت  توان بره گر مینیمم آن را می است. مجموعۀ احاطه 2گری آن برابر  است و عدد احاطه

 b,d .در نظر گرفت 

صورت  به C5گراف   

 

صرورت  توان به گر مینیمم آن را می است. مجموعۀ احاطه 2گری آن برابر  است و عدد احاطه a,c 

 در نظر گرفت.

 180ت(  

 با استفاده از قضیۀ جایگشت با تکرار، داریم:   

!

! !

    
 

   

6 6 5 4 3 2 1
180

2 2 2 1 2 1
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تا به یرک عبرارت همیشره درسرت  کنیم میابتدا عبارت را تا حد امکان ساده  ،ریاضی های نامساویدر اثبات برخی (: اثبات بازگشتینکته ) 

به این نوع اثبات،  پذیرند بازگشت ،مسیر رفت عملیات ۀکه هم آنجایی و از رسیم میشده به نامساوی اولیه  گاه با بازگشت از مسیر طیبرسیم. آن

 .گوییم میبازگشتی  اثبات

 با استفاده از نکتۀ بالا، داریم: 

x y (x )( y) x y x xy y x y x xy y                  2 2 2 2 2 28 1 3 8 3 3 3 5 0 

 کنیم، داریم: ضرب می 2طرفین نامساوی بالا را در  

      x y x xy y
2 22 2 6 2 2 10 0 

SwH Â¿ÄkMx xy y x x y y (x y) (x ) (y ) .                2 2 2 2 2 2 22 6 9 2 1 0 3 1 0 

4-  

 شروند مری یافت r و q مانند فرد منحصربه و صحیح اعدادی ،صورت این در باشد طبیعی عددی b و صحیح عددی a اگر: (تقسیم ۀقضی)  نکته 

a که قسمی به bq r   وr b 0. 

 با استفاده از نکتۀ بالا، داریم:  


    a q a q
65 3 6 30 18 


     a q a q
56 4 5 30 20 

 کنیم، داریم: طرفین دو رابطۀ بالا را از هم کم می 

                a a q q a q q a q q6 5 30 18 30 20 30 30 2 30 30 10 10 2 

k

a ( q q ) a k       10 3 3 1 8 10 8 

 است. 8برابر  10بر  aماندۀ تقسیم  بنابراین باقی 


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mbنکته: به   nc وقتی m  وn  هستند، ترکیب خطی دلخواهی اعدادb  وc گویند. اگر  میa  د دعدوb  وc  ،آنگاهرا عاد کند a  هرر ترکیرب

 .کند میاد عهم  را cو  bخطی 

a | b
a | mb nc

a | c


 


 

 با استفاده از نکتۀ بالا، داریم:  

 
          

 

aa | m
a | ( m ) ( m ) a | m m a | a ,

a | m

3 1
3 5 2 5 3 1 15 6 15 5 11 1 11

5 2
N 

6-  

n). رساند n توان به توان می را نهشتی هم رابطۀ یک طرف دونکته:   )N  

m m
n n

a b a b   

 .کرد کم آن از یا اضافه را پیمانه از مضربی هر نهشتی هم رابطۀ یک طرفِ یک یا طرف دو به توان مینکته:  

m
m

m

a mt b mk
a b

a mt b mk


  

  


  

 

                        باشد، داریم: rبرابر  bطبیعی بر عدد  a صحیحتقسیم عدد  ۀماند اگر باقینکته:  
b

r b , a r  0  

 با استفاده از نکات بالا، داریم:  

      
13 13 13

40 40 40 40 3 13 40 1 

·H¼U ¾M ¸ÃÎoö

              
13 13 13 13 13 1330 30 30 30 3040 1 1 40 10 1 10 9 40 10 9 13 4 

 است. 4مانده برابر  بنابراین، باقی 
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ax معادلۀ های جواب بخواهیم هرگاهنکته:   by c  یعنی x و y و بیابیم صحیح اعداد در را a,b,c Z مرذکور ۀمعادلر صرورت ایرن در 

(ax by c)  نامیم می خطی یا اول ۀدرج ۀسیال ۀمعادل یک را. 

axنکته: برای حل معادلۀ سیالۀ   by c نهشتی  ، ابتدا یکی از معادلات هم
b

ax c  یا
a

by c گرذاری جرواب  کنیم و با جای را حل می

 آوریم. های متغیر دیگر را نیز به دست می در معادلۀ اصلی، جواب

 تومانی داشته باشد، خواهیم داشت:  3000اسکناس  yتومانی و  5000اسکناس  xاگر  


    x y x y

10005000 3000 42000 5 3 42 

 کنیم:  نهشتی تبدیل می برای حل معادلۀ سیاله، آن را به معادلۀ هم 

 






               



            


Â±ÅH â¾²jI÷¶ nj ÁnHm¬ÁI]

x

( , )

y

x x x x x x k k k

( k) y y k k k

3 3 3 3 32 0
2 3 1

0

5 42 5 3 42 2 42 21 0 3 3 0 0

14
5 3 3 42 5 14 5 14 0

5

 

  k
14

0
5

 

 اکنون داریم:  

      


      
       

k x , y x y

k x , y x y

k x , y x y

0 0 14 14
1 3 9 12
2 6 4 10

 

 تومانی تبدیل کرد. 3000اسکناس  4تومانی و  5000اسکناس  6تومان را باید به  42000بنابراین،  
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v کنیم فرض: (رأس یک های همسایه ۀمجموع)  نکته  V(G) ،گراف از هایی رأس مجموعۀ به G رأس به که v همسرایگی» هسرتند، متصل 

GN با و گوییم می« v رأس باز (v) رأسِ خود کردنِ اضافه .دهیم می نمایش v به GN (v) «رأس بستۀ همسایگی v »کره دهد می دست به را 

GN با را آن v   داد نمایش زیر صورت به را مجموعه دو این توان می .دهیم می نمایش: 

 G GN v N (v) v    GN (v) u V(G);uv E(G)   

 اسرت G در متمایز دو دوبه رئوس از ای هبالدن G در (مسیر v- u یک) v به u از مسیر یک ،باشند G گراف از رأس دو v و u اگر: (مسیر)  نکته 

 تعرداد برا اسرت برابرر مسریر یک طول. باشند هم مجاور G در هبالدن این متوالی رأس دو هر که طوری به شود می ختم v به و شروع u از که

 یرک ،u رأس یرک تنهرا از متشرکل بالۀدن که کنیم می قرارداد(. مسیر آن در موجود رئوس تعداد از کمتر یکی) مسیر آن در موجود های یال

 .خودش به u رأس از صفر طول با است مسیر

n(n دنبالۀ: دور()   نکته  ) v v v v v 1 2 3  نامیم. می n طول به دور یک را است مجاور بعدی رأس با رأس هر آن در که متمایز دو دوبه رئوس از 13

 غیرر در باشرد، داشته وجود مسیر یک حداقل آن رأس دو هر بین هرگاه نامیم می همبند را G گراف: (گراف یک ناهمبندی و همبندی)  نکته 

 .نامیم می ناهمبند را آن صورت این

Gdآن باشد و  یک رأسِ uرأس و  nیک گراف با  Gاگر نکته:   (u)  و
G

d (u) رأس ۀدرجترتیب  به u  های گرافدر G  وG باشند، داریم: 

G G
d (u) d (u) n   1  

 با استفاده از نکات بالا، داریم:  

  الف(          G G G G
n , deg (e) deg (e) n deg (e) deg (e)9 1 2 9 1 6 

 h :fedcihبه  fاز  5پ( مسیری به طول   cdefgic: 6ب( دوری به طول  

ت(     GN a a,b  عنوان مثال هیچ مسیری بین دو رأس  ث( خیر، زیرا بهa  وc .وجود ندارد 

9-  

 از یکری برا حرداقل یرا و باشد D در یا گراف از رأس هر هرگاه نامیم می گر احاطه ۀمجموع را G گراف رئوس ۀمجموع از D ۀزیرمجموعنکته:  

 .باشد مجاور D رئوس

 آنگاه باشد، آن در گر احاطه ۀمجموع یک D و باشد  ۀدرج ماکزیمم با رأسی n گراف یک G اگرنکته:  
n

D
 

   1
 (G) که آنجا از و 

 داریم همواره است گر احاطه ۀمجموع یک ۀانداز نیز
n

(G)
 

    1
 عدد G گراف درشود  می گفته اصطلاحاً) 

n 
   1

 پرایین کران یک 

 (.شود کمتر آن از تواند نمی (G) یعنی ؛(G) برای است

 .نامیم می مینیمال گر احاطه ،نباشد گر احاطه دیگر هایش رأس از یک هر حذف با که را گر احاطه ۀمجموع یکنکته:  

 با استفاده از نکات بالا، داریم:  

 الف( 

n ,
 

          

12
12 3 3

3 1
 

شود. با توجه به شکل گراف مجموعۀ  رأس احاطه نمی 3توجه کنید که گراف با    a,d,k ,h گر است، پس:  احاطه  4  

 اند. احاطه نشده lو  hب( خیر، زیرا رئوس  

پ(   a,b,c,d,e,f 
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 الف( 

 دهیم. نمایش می nPرأسی تشکیل شده باشد با  nنکته )گراف مسیر(: گرافی را که تنها از یک مسیر   

گری برابر  عدد احاطه nPهای  نکته: در گراف  
n 

   1
 است. 

صورت  را به P6اگر   
 

 در نظر بگیریم، داریم:

n   
              

6
2

1 3
 

ب( مجموعۀ   b,e گر مینیمم برای گراف است. یک مجموعۀ احاطه 

 پ(  

 .نامیم می مینیمال گر احاطه ،نباشد گر احاطه دیگر هایش رأس از یک هر حذف با که را گر احاطه ۀمجموع یکنکته:   

طبق نکته مجموعۀ    a,c,f  یا a,c,e گر مینیمال برای گراف است. یک مجموعۀ احاطه 


a

   
b c d e


f



 

 

4 

 (ریاضی فیزیک )رشتۀ دوازدهم پایۀ
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 .نامیم می مینیمال گر احاطه ،نباشد گر احاطه دیگر هایش رأس از یک هر حذف با که را گر احاطه ۀمجموع یکنکته:  

 گرر احاطره ۀمجموعر دارنرد را عضو تعداد کمترین که گری احاطه های مجموعه یا مجموعه ،G گراف گر احاطه های مجموعه تمام بین درنکته:  

 .دهیم می نمایش (G) با را آن و نامیم می G گراف گری احاطه عدد را ای مجموعه چنین اعضای تعداد و مینیمم

 با استفاده از نکات بالا، داریم: 

 توان حذف کرد. کدام از رئوس آن را نمی گر مینیمال است و دیگر هیچ مانده احاطه شده، مجموعۀ باقی از مجموعۀ داده aالف( با حذف رأس  

 f ,h,b, j,d 

ب(   h,f ,e ,d 

گری گراف برابر  پ( عدد احاطه   عردد  adیا  aeیا  ahیا  dhیا  ehیا  fhهای  است و با اضافه کردن یال 4

گری گراف برابر  احاطه   شود. می 3

 ¾ø¼µ\¶ f ,e,d      3 
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 7طبق شکل، اگر هر زوج زن و شوهر مقابل هم را یک شی در نظر بگیریم، ابتردا بایرد جایگشرت  

جرایی  حالرت جابره 2است. با توجه به اینکه هر زوج زن و شوهر  7!برابر شی را حساب کنیم که 

 دارند، تعداد کل حالات برابر است با: 

IU

! !         7

7

7 2 2 2 2 2 2 2 7 2 
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kx ۀمعادل نامنفی و صحیح های جواب تعداد  نکته:  x x n   1  گل نوع k بین از گل شاخه n دلخواه های انتخاب تعداد با است برابر 2

 با است برابر یعنی
n k

k

  
 

 

1
1

. 

xبا در نظر گرفتن شرایط   1 xو  3 4  ها در معادله، داریم:  گذاری آن و جای 3

x x x , x y x y , y           1 1 1 1 1 1 1 13 4 4 0 4 4 0 

x x x x x y x x x y x x x                2 2 2
1 2 3 4 5 1 2 3 5 1 2 3 512 4 3 12 5 

 را در نظر گرفته و داریم: x5مقادیر ممکن برای  

IÀJH¼] jHk÷U

n

k
x y x x





 
        

 

5
5 1 2 3 3

7
0 5 21

2
 

IÀJH¼] jHk÷U

n

k
x y x x





 
        

 

4
5 1 2 3 3

6
1 4 15

2
 

IÀJH¼] jHk÷U

n

k
x y x x





 
        

 

1
5 1 2 3 3

3
2 1 3

2
 

IÀJH¼] ®¨ jHk÷U    21 15 3 39 
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 دو ایرن از نظیرر هرای درایره دادن قرار هم کنار از که طوری به باشند مرتبه هم لاتین مربع دو B و A کنید فرض: متعامد لاتین مربع دو  نکته: 

 و A مربرع به مربوط چپ سمت های رقم تمام که است دورقمی عدد یک حاوی آن ۀخان هر که شود حاصل مرتبه همان از جدیدی مربع مربع،

 از یرک هریچ هرگاه «متعامدند» B و A لاتین مربع دو گوییم صورت این در. است (برعکس یا و) B مربع به مربوط راست سمت های رقم تمام

 .باشند نشده تکرار جدید مربع های خانه در موجود دورقمی اعداد

2 4 1 3 

C  

3 4 1 2 

B  









1 2
2 3
3 1
4 4

 

2 4 3 1 

A  
4 2 3 1 1 2 3 4 3 1 2 4 

3 1 2 4 4 1 2 3 4 3 1 2 

1 3 4 2 2 3 4 1 1 2 4 3 

























a

b

c
d

e

f

l

k
j

i

h

g



 

 

5 

5 

 (1403-1404) 4 مرحلۀ ریاضیات گسسته تشریحی ارزشیابی

 وجود دارد. 12متعامد نیستند، زیرا در مربع مقابل عدد تکراری مانند  Aو  Bالف(  

23 44 31 12 

AB  
31 12 23 44 

44 31 12 23 

12 23 44 31 

 وجود دارد. 44متعامد نیستند، زیرا در مربع مقابل عدد تکراری مانند  Bو  Cب(  

32 44 11 23 

BC  
14 22 33 41 

43 11 22 34 

21 33 44 12 
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 داریم: Sاز مجموعۀ مرجع  Bو  Aبرای دو مجموعۀ نکته:  

A B A B A B   (1 

A B A A B   (2 

A B A B S A B   (3 

 یابیم: ابتدا تعداد کل رمزهای ممکن را می 

S      46 6 6 6 6 

 در نظر گرفته و داریم: Bرا  5و تعداد رمزهای فاقد رقم  Aرا  2تعداد رمزهای فاقد رقم  

A B      45 5 5 5 5 
Aمعادل  5و  2تعداد رمزهای فاقد ارقام   B :است، که برابر است با 

A B      44 4 4 4 4 

Aخواستۀ سؤال   B  :است که برابر است با 

A B S A B S A B A B A B              4 4 4 4 4 4 46 5 5 4 6 4 2 5 
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m و باشیم داشته لانه n و کبوتر m اگر: (کبوتری لانه اصل)  نکته  n وجرود ای لانره صورت این در بگیرند، قرار ها لانه درون کبوترها همۀ و 

 .است گرفته قرار آن در کبوتر 2 حداقل که دارد

 است کنار هم باشند و خواهیم داشت:  85کنیم که هر دو عددی که مجموعشان  ای مرتب می گونه شده را به اعداد داده 

       , , , ... ,1 84 2 83 3 82 42 43 

کبروتر داشرته باشریم،  43کبروتری اگرر  لانه خواهیم داشت. بنابراین طبق اصل لانه 42لانه در نظر بگیریم، ها را  کدام از این مجموعه اگر هر 

ها  در آن 85عدد انتخاب کنیم حداقل یک جفت عدد با مجموع  43حداقل یک لانه وجود دارد که حداقل دو کبوتر در آن باشد، در نتیجه اگر 

 وجود دارد.
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